Agrégation externe de mathématiques
Epreuve de modélisation, option A : Probabilités et Statistiques

(Texte public)

Résumé : Lobjet de ce texte est de présenter une méthode non paramétrique pour estimer
un signal entaché d’erreurs dans le cadre d'un modéle de régression avec dispositif
expérimental régulier. Un exemple en vibrométrie laser est donné.

Mots clefs : Régression, estimation, projection.

> Il est rappelé que le jury n'exige pas une compréhension exhaustive du texte. Vous étes
laissé(e) libre d'organiser votre discussion comme vous l'entendez. Des suggestions de
développement, largement indépendantes les unes des autres, vous sont proposées en fin
de texte. Vous n'étes pas tenu(e) de les suivre. Il vous est conseillé de mettre en lumiere
vos connaissances a partir du fil conducteur constitué par le texte. Le jury appréciera
que la discussion soit accompagnée d’exemples traités sur ordinateur.

Introduction

En vibrométrie laser, le signal observé apres émission d'une onde laser continue, réflec-
tion sur un objet visé, réception et démodulation, peut s’ écrire :

1) Xj=h(jln)+eyj+ie;, j=1,...,n,
oui?=-1,les €1,j et &2 j sont des variables centrées indépendantes, i est une fonction com-
plexe périodique inconnue. Pour pouvoir mieux décrire le modeéle et faire par exemple des
prédictions, on désire estimer la fonction A. Il s’agit d'un modele de régression non paramé-
trique pour le dispositif expérimental régulier j/n, j =1,..., n. Létude de modeles non para-
métrique est d'un intérét considérable, puisque ces modeles ne supposent pas de connais-
sance quant a la forme explicite de la fonction de régression h.

1. Simplification du modele

Etudier le modele (1) revient en fait a étudier deux modeles réels (donnés par la partie
imaginaire et la partie réelle) de la forme

2) Yi=f(jIm)+ej,j=1,...,n,

ol les ¢ sont des variables centrées indépendantes telles que [E(slz.) =o?<ocopouri=1,...,n
et f est une fonction réelle périodique.

Dans la suite, on suppose que f : [0,1] — R est une fonction de L,[0,1] i.e. fol f2(x)dx <
+00. On cherche alors a estimer cette fonction de régression f.
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2. Estimateurs par projection
On choisit maintenant pour base orthonormée {¢ j}‘;‘il del,[0,1] la base trigonométrique
définie pour tout x € [0, 1] par:
P1(x) =1, @rr(x) = \/ECOS(ZT[]C)C) et Pors+1(x) = V2sin(2kx) k=1,2,....

On introduit alors les coefficients de Fourier de f :

1
0 :fo fejx)dx.

Dans un premier temps, on suppose que ’'on peut écrire

(e, 0)
(3) f) =) 0ipix),

j=1
ol la série converge pour tout x dans [0, 1]. Pour estimer f, nous allons prendre I"approxima-
tion de f par sa projection sur les N premieres fonctions de la base ¢;,...,¢pxN et remplacer
les coefficients de Fourier 6 par leurs estimateurs. Notons que les coefficients 6; sont bien
approchés par les sommes 7! YL, fi/m)¢;(i/n). Ainsi en remplagant dans ces sommes

les inconnues f(i/n) par les observations Y;, on obtient les estimateurs ] j des coefficients
0 donnés par

A 12
= ;Z ip ]( )
La statistique

N
fan() =) 0jp;x)
j=1
est alors appelée estimateur par projection de f(x). Le paramétre N a un role important.
Comme nous le verrons a la section 3, son choix est crucial pour établir ’équilibre entre le
biais et la variance de notre estimateur.

Pour commencer, on donne des résultats préliminaires dans un cas simple :

Proposition 1. On suppose ici que f est une fonction de classe €° sur[0,1]. On montre alors
que pour tout j e N* :

A L 2
\/ﬁ(@j —6]’) n:;o JV(O,U )
De plus, pour tout x € [0,1] avec N = |n°] oit 0 < c <1 et | y| désignant la partie entiére de y,
A 17
fn,N(x) i f(x)
n—oo
Preuve de la proposition 1. On a

E[0;-0)*1 =El@; -E@)*1+ D) -0)*:= V(@) +b*@)).
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Clairement [E(éj) =aj,+0j, avec

1 n 1
(4) @jn=— Y flilme;i(iln) —f fejx)dx.
i=1 0
Par ailleurs,
A of1 n ) 2 51 2o,
V(Bj)—[E(;i:Zisi(pj(z/n)) =0 (ﬁi;(pj(z/n)).
Comme {¢ j}‘]’.‘il est la base trigonométrique, on peut vérifier que
n

1
=Y @ililmeriln)=6jpourl < j,k<n,
niz1

(5)

2
A o

ol 6 ji est le symbole de Kronecker. Ainsi V(6;) = —. Par ailleurs, comme f est € sur
n

[0,1], on a & , = o(1/n) pour tout j. En utilisant la fonction caractéristique de ] j etl'indé-
pendance des €, on montre le théoréme de la limite centrale.

La convergence de I'estimateur fn n(x) s’obtient également grace a la régularité de la fonc-
tion f induisant le comportement asymptotique de ses coefficients de Fourier. [l

Comme on désire estimer la fonction f sur tout l'intervalle [0,1] et non seulement lo-
calement, il parait naturel d’étudier les propriétés de I'estimateur par projection f, y pour
la norme L,. On rappelle que si f est dans L;[0,1], sa norme L, est définie par || fll, :=

\/ fol f2(x)dx. Le risque L, encore appelé risque quadratique intégré, est défini par

1
A p 2
MISE=Elfun=fI=E [ (funt0- o) dx.

Pour I'étude du risque quadratique intégré, nous allons nous placer sous I'hypothese sui-
vante.
Hypothese (A) : les coefficients de Fourier 6; = fol f)ej(x)dx de f vérifient

[e.°]

Y 10l <oo.

j=1

Cette hypothese garantit que la série Z‘]’.‘;l 0 (x) converge absolument pour tout x dans

[0,1] : on a donc bien la représentation (3).

Proposition 2. Sous I'hypothése (A), avec a j , définien (4),

N
MISE =Ell fun— fl; = styn+ Y @5,
j=1

ol
0.2 (e ) )
ApN=——+pNPOUrPN= ) _ 07.

n j=N+1
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Preuve de la proposition 2. On peut écrire que :

1 N R (<) 2
MISE = [Ef (X @-0pp;0- Y 0j0;(x) dx
0 *j=1 j=N+1

N 00
Y EIO; 6%+ Y, 6.

j:l j:N+1
On acheéve la preuve en utilisant la preuve de la proposition 1. [

Dans la proposition 2, on peut remarquer que les valeurs «; , sont les résidus issus de
I'approximation des sommes par les intégrales. On verra dans la section 3 que pour cer-
taines classes de fonctions (voir Définition 1) ces résidus sont négligeables par rapport a
o/, v quand n est grand. La quantité <, y représente alors la partie principale du risque

P . e A 2 . .
intégré de I'estimateur par projection f, n. Les termes % et py sont respectivement inter-

prétés comme le terme de variance et le terme de biais de 'estimateur f;, ;. Le paramétre N
est donc choisi pour permettre le meilleur compromis entre ces deux termes.

3. Espace fonctionnel et vitesse de convergence

Afin d’établir des vitesses de convergence pour notre estimateur, on sera amené a suppo-
ser que f appartient a des classes de fonctions régulieres, au sens de la définition ci-dessous.
Définition 1. Soit f€{1,2,...}, L> 0. Notons f D la dérivée i de f. La classe fonctionnelle
de Sobolev W (B, L) est définie par

1
W(B,L) ={f€l0,1] - R: f(ﬁ_” est absolument continue etf (f(ﬁ) (x)?dx < LZ}.
0

La classe de Sobolev périodique WP® (B, L) est définie par
wPr, L) ={few,n: fP0 =fP10,j=01,..,8-1}
Notons que toute fonction f € WP® (3, L) admet la représentaion (3) ou la suite 6 = {0 j}‘]’.‘;l
o0
appartient a I'espace /2(N) = 1{0: Z 9? < oo}. Par ailleurs, si I’on définit les nombres
j=1
V& pour j pair
aj= . i .. .
(j—1DP pour jimpair,
et ’ensemble -
Of,Q =10 *N): _Zlaiei =Ql,
]:

o1 Q = L?/n?P, il existe un isomorphisme entre (8, Q) et WP*(B, L) pour S € N* et L > 0.

En effet, pour montrer que si f € WP¥(B,L) alors 0 € ©(f,Q), on définit tout d’abord les
coefficients de Fourier de f, pour j = 1,..., 8, par rapport a la base trigonométrique. No-

tons : 51(j) = 0, sox(j) := V2 iy fU () cos@ukDdr et syi1(f) == V2 fy fO () sin@rkdt
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pour k=1,2,.... On peut alors démontrer (par récurrence) que
5 (B + 5%, (B) = k)P (s2,.(0) + 55, (0)) = @nk)?P (62, +63,, ), pour k=1,2,....

Ainsi via I’égalité de Parseval,

7777

1 00
f (fP0)2de=n*f Y a%63
0 j=1

ce qui démontre I'implication. La réciproque est un peu plus technique. [

Le théoreéme suivant indique que pour N de I'ordre de n'/?A*1 1a vitesse de convergence
en norme L, de I'estimateur par projection f, y sur la classe WP (g, L) vaut : nBl@p+D)

Théoreme 1. Supposons que I'hypothese (A) est vérifée, f € {1,2,...}, L >0, et définissons pour
a >0, un entier

N — Lanl/(2ﬁ+l)J
Alors, avec une constante C < oo, l'estimateur par projection fn N Vérifie:
28
6) limsup sup E[n? IIfn,N—fllg] <C.
n—oo feWPe’('B,L)

Il est possible d’obtenir un résultat analogue si I'on remplace WP (B, L) par W(B, L) et si
I'on choisit une base {¢;} autre que la base trigonométrique.

Preuve du théoréme 1. D’apres la proposition 2, on a
? 2 A
|E||fn,N_f”2 = -an,N"‘ Z aj,n’
j=1
avec pour N = |an!/@F+D)]
—28
Ay N = a?an? 1 + ON -

En utilisant la monotonie de la suite a;, on obtient que

1 &5, -2
PN g 05 = 0(n),
N+1J=

N -2
ot O(-) est uniforme en f € WP (, L). Pour montrer (6), on prouve que )_ ain = 0(n?1),
j=1
ol O(-) est uniforme en f € WP (B, L). Cela découle du lemme suivant :
Lemme 1. Pour la base trigonométrique {¢ ?‘;1, les résidus a j ,, définis en (4) vérifient
{@: Si Z‘]’.Zl 10| <oo, alorsmaxi<j<plajnl <2X5_, . 110ml.

(i): Sif =1{6,}172, € ©(B,Q), f>1/2, alorsmaxi<jzp |l < Cp,on P*1'2 pour une constante
Cp,q < oo qui ne dépend que de f et Q.
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Pour démontrer le point (i), on écrit tout d’abord que

1 n 1 n [e,0]
aj,n:(— Z Hk(pk(i/n)(pj(i/n)—ﬁj)+—z Z Orpr(ilng;(i/n).
n k=1 N iz1k=n+1

On en déduit alors en utilisant (5) que pour tout1 < j < n,

[e.0] 1 n [e.@]
|aj,n|:] > 0 (—Z k(i/n)(pj(i/n))‘SZ Y 10kl
k=n+1 =1 k=n+1

Le point (ii) se démontre en partant de la majoration obtenue en (i) suivie d'une utilisation
judicieuse de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. [

Ce résultat donne une vitesse de convergence pour |'estimateur. Dans le cas ou f tend
vers I'infini par exemple, on obtient une vitesse en 1/+/n. Ceci-dit, cette vitesse est obtenue
avec un choix de N dépendant de la régularité a priori inconnue de la fonction f. On dit
alors que la procédure d’estimation n’est pas adaptative. En pratique, comme <, y — o0
lorsque N — oo, pour tout n fixé, il existe toujours un point qui minimise 7, . On définit
alors N, = argminys </, y et on prend pour estimateur de f la quantité fn N,

Suggestions pour le développement

> Soulignons qu'il s’agit d'un menu a la carte et que vous pouvez choisir d'étudier certains
points, pas tous, pas nécessairement dans l'ordre, et de facon plus ou moins fouillée.
Vous pouvez aussi vous poser d’autres questions que celles indiquées plus bas. Il est tres
vivement souhaité que vos investigations comportent une partie traitée sur ordinateur
et, si possible, des représentations graphiques de vos résultats.

— Modélisation.
— Quelles sont les limites du modele proposé ? Que pourriez vous proposer comme
modele pour prendre en compte plus de phénomenes.
— Que feriez vous dans un cadre paramétrique ?
— Comment expliquez-vous les variations de N et de la vitesse de convergence en
fonction du parametre 5?
— Expliquez pourquoi fn A, estun bon candidat pour estimer f.

— Développements mathématiques. Vous pouvez compléter les preuves des résultats énon-
cés dans ce texte. La base trigonométrique vous semble t-elle adaptée pour tout type
de fonctions f ? Est-il possible de travailler avec d’autres bases ?

— Etude numérique. En vibrométrie laser, lorsque la cible est composée de plusieurs ré-
flecteurs vibrant de facon sinusoidale, & est de la forme :

M i1
h(t) = Z Qm €Xp n cos(2nFyt)

m=1
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Construire un estimateur par projection pour un échantillon bruité en prenant par
exemple :
M=1,a,=0.06,y; =35x 10 %etFy =48Hz.
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