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1 Le modele binomial a temps discret

On suppose que le prix d’'une action varie de la fagon suivante : a chaque instant,
Sp = Sp—1(1+r+ o) avec probabilité 1/2 et S,, = S,,—1(1 +r — o) avec probabilité 1/2.
Le parametre r est le taux d’actualisation. Le parametre o, appelé volatilité, mesure le
« risque » de l'action. On suppose que 0 < o < 1+ r, de sorte que .9,, reste toujours
strictement positif.

On modélise donc le cours a partir d’'un instant 0 par la relation de récurrence
Sp = Sp—1(1+7r+o0e,), ot (é5)nen* est une suite de variables aléatoires indépendantes
et de loi %(5,1 + 01). On supposera Sy = s constant et on notera F,, = o(eq,...,€,).

Une option d’achat sur une action a I’échéance N et au prix d’exercice K est le droit
de pouvoir acheter a la date N ’action au prix unitaire K, méme si le cours unitaire
a la date N est supérieur a K. A 1’échéance N, ce droit procure un gain de Sy — K
si Sy > K par action (on achete Paction au prix K alors qu’elle vaut Sy) et 0 sinon
(dans ce cas, il n’est pas intéressant d’utiliser 'option d’achat). La valeur a 1’échéance
de Poption est donc (Sy — K)4, c'est-a-dire Sy — K si Sy > K et 0 sinon.

Sin € [0...N] désigne un instant avant ’échéance, E[(Sy — K)|F,] est la moyenne
des valeurs prévisibles de I'option a ’échéance, compte tenu de I’évolution déja passée
du cours de I'action. Compte tenu du taux d’actualisation, la valeur de 'option d’achat
a l'instant n € [0... N] est

C = E[(Sy — K)4|Fa] /(1 + 1)V

Un calcul simple montre que
N Ck
N N—k
Co = 1+TN]§_02—N s(l4+r+o)f1+r—o0) - K];.

Une autre facon d’écrire Cy est de poser p = é?‘{—jﬁ, q = é?‘{—gg, a=In(l+r+o0),

B =In(1+4r — o) et de prendre des variables aléatoires indépendantes Xi,..., Xy de
loi pdés + qdg. En notant Viy = X7 +--- + X, on a alors

Co = El(s - Ke™*V).]

Suggestions de développement
1. Montrer que la suite ((S,,/s)"/™),eN+ converge presque siirement.
2. Que peut-on dire de la suite ((1 4 7)7"Sp)nen ?
3. Que peut-on dire de la suite ((1+ 7)Y ""Cy)o<n<n ?



4. Montrer que (S, — K)+ < C,, < S, pour tout n € [0... N]. Indication : utiliser
I'inégalité de Jensen.

5. Calculer C'y_;.

6. Justifier le calcul de Cj. On pourra exprimer Uy = Hé\;l(l +r+ oe€g) en fonction
du nombre de ¢, valant 1.

2 Passage au temps continu

L’objet de cette partie est d’étudier le comportement de C lorsque r = R/N, 0 =
X/ VN et N — +oo. Intuitivement, ce passage & la limite correspond & la subdivision
d’un intervalle de temps [0,7] en N intervalles de longueur T'/N.

En remarquant que 2In Uy = N(a+3)+(a—0) Zszl €k, on vérifie grace au théoreme
limite central et au lemme de Slutsky que la loi de In U tend vers la loi N'(R— %2, ¥2).
Donc la loi de U, tend vers une loi log-normale. On en déduit que Cy tend vers

R R—224va e ™/
e se’t 2 —K), —dzx.
X ) e

Suggestions de développement
1. Justifier le choix de la normalisation 7 = R/N, ¢ = $/v/N.

2. Justifier les convergences. On pourra remarquer que
Co = E[(sUy — K)4]/(1 + 7)Y = 5 — E[min(sUy, K)]/(1 +7)".
3. De la méme fagon, montrer que In Vv converge en loi. En déduire que Cy tend vers
2
efy /2

_p_=2.%
/R(S—Ke 2+y)+\/ﬂdy.

4. Vérifier par un changement de variables simple que les deux expressions trouvées
sont les mémes.

5. Quelle serait la loi de Uy = Sy/s si on supposait que les variables aléatoires
In g2~ sont indépendantes et de loi NV (r, 2)?

3 Formule de Black et Scholes
Soit ® la fonction de répartition de la loi N'(0,1). A T'aide de la formule

[ Sy = an(B) e )
R Ver b b
on trouve que la valeur limite de Cy est s®(d;) — Ke ®(dy) ot dy = %(ln »+R+ %2)
etdy=&(ng+R-Z).
Suggestions de développement
1. Justifier ces calculs.

2. Que deviennent les formules pour des options de vente (droit de vendre I’action &
I'instant N et au prix unitaire K méme si son cours unitaire est inférieur & K)?

3. On prend s = 1, N = 100, R = 0,01 et ¥ = 0,2. Simuler un grand nombre
de trajectoires de (Sy)o<n<n. Représenter sur un méme graphique la fonction de
répartition empirique de Sy avec la fonction de répartition de la loi limite.



