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On souhaite estimer la période de demi-vie d’'un atome radioactif en observant un
grand nombre n d’atomes identiques. On étudie plusieurs méthodes.

1 Le modele

On suppose que les durées de vie des atomes sont des variables aléatoires T4,...,T),
indépendantes et de méme loi.

On fait ’hypothese d’absence de mémoire suivante : sachant qu’un atome de durée
de vie T ne s’est toujours pas désintégré au bout d’une durée ¢t > 0, la durée de vie
résiduelle T — ¢ suit la méme loi que la durée de vie T ne sachant rien.

Cette hypotheése entraine que T suit une loi exponentielle de parameétre 6 a préciser.
On note £(0) cette loi. Le parametre 6 a plusieurs interprétations puisque les quantités
suivantes s’expriment simplement en fonction de 6 :

— le taux de désintégration qui est la limite de Py[T < h]/h quand h — 0.

— la durée de vie moyenne Ey[T].

— la durée de demi-vie, c’est-a-dire la médiane de T
Nous allons voir dans la suite comment estimer 6.

Suggestions de développement
1. Expliquer pourquoi les lois exponentielles sont les seules lois pour lesquelles on a
la propriété d’absence de mémoire.
2. Calculer les quantités ci-dessus en fonction de 6.

3. Préciser l'affirmation suivante : « la demi-vie est la durée au bout de laquelle la
moitié des atomes se sont désintégrés ».

2 Observations a durée illimitée

Si 'on observe les durées de vie T4,...,T,, on voit facilement que l’estimation du
maximum de vraisemblance donne
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— =" avec S,=T1+...+T,.
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On obtient ainsi un estimateur sans biais de 1/, mais un estimateur biaisé de #. On
construit un intervalle de confiance en remarquant que 207} suit la loi £(1/2), qui est



aussi la loi du chi-deux a 2 degrés de liberté. Par conséquent 20(Ty + ... + T,) suit la
loi du chi-deux & 2n degrés de liberté. Notons [c1, c2] un intervalle de R de probabilité
1 — « pour cette loi. Alors

Py [9 S [01/25n,62/25n]] =F [2(9(T1 + ... +Tn) € [01,62]] =1-aq,

ce qui fournit un intervalle de confiance de niveau 1 — a.

Mais cette méthode nécessite d’attendre un temps égal a M,, = max(7Ty,...,T,) pour
observer toutes les désintégrations. Ce temps peut étre tres long si le nombre d’atomes
est important, surtout si la durée de demi-vie est élevée. Un calcul simple a I'aide des
fonctions de répartition montre en effet les résultats suivants.

Proposition 1

Quand n — +oo, M, — Inn tend en loi vers la loi de Gumbel, dont la fonction de
répartition est F 1 x v+ e ¢

Quand n — 400, M, /Inn tend vers 1 en probabilité.

Suggestions de développement

1. Justifier Pestimation du maximum de vraisemblance et calculer les biais.

2. Justifier le calcul d’un intervalle de confiance. Comment peut-on choisir I'inter-
valle ?

3. Justifier les convergences énoncées dans la propriété 1. On pourra méme montrer
une convergence presque sire en montrant d’abord que Man/(nln2) — 1 p.s..

3 Observations a durée limitée

Pour éviter d’avoir a attendre trop longtemps, une autre méthode consiste a s’arréter
une fois qu’on a observé un nombre fixé d de désintégrations.

Notons (T{y), ..., T(n)) la statistique d’ordre associée a (T71,...,T,). En appliquant
la formule de changement de variables a partir de la loi de (T(y),...,T(;)), on montre
assez facilement le résultat suivant.

Proposition 2 Le n-uplet

(nTy, (n = 1)(T2y = T1y)s - - -5 2(T(n—1) — Tin—2))s Tn) — T(n—1))

est un échantillon de la loi £(6).

L’estimation du maximum de vraisemblance connaissant les instants 7;) < ... < T{y)
ou ont lieu les d premieres désintégrations donne donc

d
1 1 1

o= 3< Ty + ) (n—k+1)(T(k>—T(k—1>)) = 3<T(1>+'“+T(d—1>+(”—d+1)T<d>)-
2 k=2



Suggestions de développement

1. Justifier la proposition 2.

2. Comment montrer simplement que 7}y suit la loi £(nf) ? Comment justifier heuris-
tiquement I'indépendance des durées T'yy, T(2)—1{1), - - - s T(n) —T{n—1) €t déterminer
leurs lois respectives ?

3. Justifier Pestimation du maximum de vraisemblance et montrer qu’on obtient un
estimateur sans biais de 1/6. Comment a-t-on intérét a choisir d?

4. Simuler un échantillon de la loi exponentielle de parametre 1 et représenter gra-
phiquement les estimations de 1/6 obtenues en fonction de d.

4 Observations a durée fixe

Une autre méthode consiste a observer les désintégrations jusqu’a un temps fixe .

Le nombre N; de d’atomes encore présents a l’instant ¢ suit une loi binomiale de pa-
rameétres n et e =% et un estimateur sans biais de e =% est N;/n, ce qui fournit I’estimation
de 6 suivante : 1

05 = i In(n/Ny).
Mais cette estimation ne tient pas compte des instants auxquels les désintégrations
ont eu lieu. Ce qu’on observe en effet est non seulement le nombre D; = n — N; de
désintégrations mais aussi les instants 71y < ... < T(p,) ou elles surviennent.

Pour tout d € [0...n], notons Sy = {(t1,...,tq) € RI: 0 <t; < ... <ty <t)et
Mg la mesure de Lebesgue sur S;. Par convention, Sy est un singleton et Ay est la masse
de Dirac sur 'unique élément de Sy. La variable aléatoire (T(l), -~ Dt)) est a valeurs
dans la réunion des Sy pour 0 < d < n. On détermine sa densité par rapport a la mesure
Ao+ -+ Ay, en écrivant que pour tout d € [0...n] et pour tout borélien B de Sy,

P[(T(l)w--vT(Dt))EB] = P[Dt:d, (T(l),...,T(d))EB]
= > P(T,....Ti,) € B; Vi ¢ {ir;...;iq}, T > ]

1<ig, ig<n
DY yeens iq distincts

n!

n!
_ ge o= 0(t1++ta+(n—d) dty - --dty.
(n —a)! /B

On obtient donc 'expression de la vraisemblance

n!
Lo(t1. ... t.)) = g? o—0t1++ta+(n—d)t)
o(t1, .., ta) m—an
pourd € [0...n]et 0 <t; <...<ty <t. Lestimation du maximum de vraisemblance
donne ainsi
11 1 &
5 E(T(l) + -+ T(p,y + (n— Dy)t) = D, ;mm(Tk,t)-

On remarque que cette estimation comme la précédente donne 8 = 0 si D; = 0. Mais

cela ne se produit qu’avec la probabilité e "%,



Suggestions de développement

0

1. Donner un intervalle de confiance pour e~% en fonction de N;. Comment a-t-on

intérét a choisir ¢ pour estimer 6 7

2. Dans une datation au carbone 14 d’un morceau de bois fossile, on connait la durée
de demi-vie de I'atome de *C (5730 ans), et la proportion initiale d’isotopes 4C
parmi les atomes de carbone (1,2 x 107'2) et on cherche & estimer ¢ en mesurant
la proportion résiduelle d’isotopes *C' par une spectrographie de masse. Donner
un intervalle de confiance pour ¢ si Pon compte 500 atomes de “C représentant
une proportion résiduelle de 3 x 10713,

3. Justifier le calcul de la vraisemblance et ’estimation du maximum de vraisem-
blance. Comment a-t-on intérét a choisir ¢ 7

4. Simuler un échantillon de la loi exponentielle de parametre 1 et représenter gra-
phiquement les estimations de 1/6 obtenues en fonction de ¢.



